
Formule sommatoire de Poisson et formule de Shannon

Geoffrey Deperle

Leçons associées :
— 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
— 246 : Séries de Fourier. Exemples et applications.
— 250 : Transformation de Fourier. Applications.

Le but de ce développement est de montrer le théorème suivant :

Théorème. Soit f ∈ S(R) alors pour tout réel t, on a

∑
k∈Z

f(t + 2kπ) = 1
2π

∑
n∈Z

f̂(n)einx

Preuve :

Étape 1 : Montrons la convergence de φ : x 7→
∑
k∈Z

f(x + 2kπ) et de sa dérivée sur tout

compact

Soit K un compact de R inclus dans un intervalle de la forme [−α, α], α > 0.
Comme x2f(x) −−−−→

x→±∞
0, il existe a > 0 tel que |x2f(x)| ≤ 1 pour |x| ≥ a, pour |x| ≤ α et k ∈ Z, on

a |x + 2kπ| ≥ |2kπ| − |x| ≥ 2|k|π − α d’où |x + 2kπ| ≥ a si |k| ≥ α+a
2π

.
Pour |k| ≥ α+a

2π
, f(x + 2kπ) ≤ 1

(x+2kπ)2 ≤ 1
(2|k|π−α)2 .

Comme
∑ 1

(2|k|π − α)2 est convergente, la série ∑ f(· + 2kπ) converge uniformément sur [−α, α].

De plus, f ′ vérifie la même hypothèse que f d’où ∑
f ′(· + 2kπ) converge uniformément sur tout

intervalle [−α, α].
Par théorème de dérivation des série de fonctions, φ : x 7→ ∑

k∈Z f(x + 2kπ) est de classe C1 sur
[−α, α].

Étape 2 : Développons φ en série de Fourier

Comme φ est 2π−périodique, notons cn(φ) ses coefficients de Fourier, on a pour tout n ∈ N ;

cn(φ) = 1
2π

∫ 2π

0
φ(x)e−inx dx

= 1
2π

∑
n∈Z

∫ 2π

0
f(x + 2kπ)e−inx dx par convergence uniforme

= 1
2π

∑
n∈Z

∫ 2(k+1)π

2kπ
f(x)e−inx

= 1
2π

∫
R

f(x)e−inx l’intégrale a un sens car |f(x)e−inx| = |f(x)| = o( 1
x2 ) au voisinage de ±∞
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Comme φ est C1 est 2π−périodique, le théorème de convergence normale de Dirichlet assure que
pour tout réel x,

φ(x) =
∑
n∈Z

cn(φ)einx =
∑
n∈Z

( 1
2π

∫
R

f(t)e−int dt
)

einx =
∑
n∈Z

f̂(n)einx

□

Théorème. Supposons que le support de f̂ est inclus dans [−F, F ] avec F ∈ R+∗.
Si 0 ≤ F ≤ π, alors pour tout t ∈ R,

f(t) =
∑
n∈Z

f(n)sin((n − t)π)
(n − t)π

Preuve : En appliquant la formule sommatoire de Poisson à f̂ ∈ S(R) (car f ∈ S(R)), on a

∀ξ ∈ R,
∑
k∈Z

f̂(ξ + 2kπ) = 1
2π

∑
n∈Z

ˆ̂
f(n)einξ

Or, par formule d’inversion de Fourier, ˆ̂
f(n) = 2πf(−n). D’où

∀ξ ∈ R,
∑
k∈Z

f̂(ξ + 2kπ) =
∑
n∈Z

f(−n)einξ

Comme 2F ≤ 2π, on a pour tout k non nul, f̂(2kπ + .) est nul en dehors de [−π, π] donc :

f̂ = 1[−π,π]
∑
k∈Z

f̂(2kπ + .) = 1[−π,π]
∑
n∈Z

f(−n)ein•

Et en ré-appliquant la formule d’inversion de Fourier, on a

f(t) = 1
2π

∫
R

1[−π,π](ξ)
∑
n∈Z

f(−n)einξ

 eiξtdξ

= 1
2π

∫ π

−π

( +∞∑
n=−∞

f(−n)eiξ(t+n)
)

dξ

= 1
2π

∫ π

−π

+∞∑
n=−∞

f(m)eiξ(t−m)dξ

Or, la série
∑
m∈Z

f(m)eiξ(t−m) converge absolument donc uniformément sur [−π, π] car

∀m ∈ Z, ||f(m)ei·(t−m)||∞ = |f(m)| et
∑

|f(m)| converge

D’où

f(t) =
∑
m∈Z

f(m) × 1
2π

∫ π

−π
eiξ(t−m)dξ

=
∑
m∈Z

f(m) × 1
2π

[
eiξ(t−m)

i(t − m)

]π

−π

=
∑
m∈Z

f(m) × 1
2π

sin(π(t − m))
i(t − m)

=
∑
n∈Z

f(n)sin((n − t)π)
(n − t)π
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□

Application (Équation fonctionnelle de Θ). Soit Θ la fonction de Jacobi définit par

Θ : ]0, +∞[ → R
x 7→

∑
n∈Z

e−πn2x

On a
∀x > 0, Θ(x) = 1√

x
Θ
(1

x

)

Preuve : En appliquant la formule sommatoire de Poisson à f : t 7→ e−αt2 ∈ S(R) de transformée
de Fourier f̂ : t 7→

√
π

α
e− t2

4α . On a :

∑
k∈Z

e−α(t+2kπ)2 = 1
2π

∑
k∈Z

√
π

α
e− t2

4α eint

Donc en évaluant en 0, ∑
k∈Z

e−4k2π2α = 1
2π

∑
k∈Z

√
π

α
e− k2

4α

Avec x = 2απ, on a ∑
k∈Z

e−πk2x = 1√
x

∑
k∈Z

e− πk2
x

D’où le résultat. □
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